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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ СО ЗНАЧЕНИЯМИ 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ МУЛЬТИПЛИКАТОРАМИ 
 

Продолжается исследование почти периодических функций со зна-
чениями в банаховом пространстве. Вводится понятие мультиплика-
тора, с помощью которого доказана теорема об интеграле от почти пе-
риодической функции. 

 
Research of almost periodic functions with values in Banach space pro-

ceeds. The concept of the multiplicator by means of which the theorem of inte-
gral from almost periodic function is proved is entered. 
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В работе продолжается исследование почти периодических функ-

ций со значениями в банаховом пространстве [1—4]. 
Пусть заданы комплекснозначная функция Г () ( — вещественное 

число) и почти периодическая функция f (t) со значениями в банаховом 
пространстве E [5]. Будем предполагать, что функции f (t) соответствует 

ряд Фурье [6] 
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где 
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a  — элемент из банахова пространства E.

 
Определение 1. Функцию Г () назовем мультипликатором для поч-

ти периодической функции f (t), если ряд 
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является рядом 

Фурье некоторой почти периодической функции fГ (t). 
Мультипликаторы обладают следующими свойствами. 
1. Сумма конечного числа мультипликаторов для функции f (t) яв-

ляется мультипликатором для этой функции. 
2. Если две функции Г1 () и Г2 () на спектре функции [7] f (t) сов-

падают, то они обе одновременно являются или не являются мультип-
ликаторами. В этом случае мультипликаторы Г1 () и Г2 () называют эк-
вивалентными относительно почти периодической функции f (t). 

Определение 2. Функцию Г (), являющуюся мультипликатором для 
любой почти периодической функции, назовем общим мультипликатором. 

Замечание. Произведение двух общих мультипликаторов Г1 () и 
Г2 () есть также общий мультипликатор. 

Теорема 1. Пусть функция Г () непрерывно дифференцируема и обра-
щается в нуль при   ,   0. Тогда Г () — общий мультипликатор. 

Доказательство. Введем вспомогательную функцию 
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и определим функцию 
 

 

      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .F t s t f s ds s f s t ds  

Покажем, что функция F (t) существует. Для этого достаточно пока-

зать, что интеграл ( )s ds




  ограничен. Легко видеть, что интегралы 
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Проинтегрируем интеграл 1( )t  по частям, получим 
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Из (1) и (2) следует 
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Согласно неравенству Шварца, имеют место следующие соотношения: 
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поэтому интеграл ( )s ds




  существует. 

Покажем, что F (t)  fГ (t). Из формулы обращения преобразования 
Фурье вытекает, что при любом значении  справедливо равенство 

( )( ) ( ) ,i s ti ta e a e s ds


 
 



   
 
откуда F (t)  pГ(t), если 
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Пусть теперь f (t) — произвольная почти периодическая функция. 
Рассмотрим последовательность полиномов pn(t), равномерно сходя-
щуюся к функции f (t). Тогда будет выполняться неравенство 

 ( ) ( )nF t p t

  

( ) ( ) ( )nf t s p t s s ds




   
  

,k  
 

следовательно, последовательность pnГ(t) равномерно сходится к функ-
ции F (t). Ряд Фурье функции pnГ(t) образуется из ряда Фурье функции 
pn(t) с помощью умножения на Г (). В силу равномерной сходимости 
ряд Фурье функции F (t) тоже будет получаться из ряда Фурье функ-
ции f (t) с помощью умножения на Г (), что и требовалось доказать.  

Следствие 1. Пусть функция Г () непрерывно дифференцируема в от-
резке [, ]. Тогда Г () является мультипликатором для каждой почти пе-
риодической функции, спектр которой лежит в указанном отрезке. 

Доказательство. Продолжим функцию Г () так, чтобы она остава-
лась непрерывно дифференцируемой и обращалась в нуль вне некото-
рого интервала, содержащего отрезок [, ]. Тогда из теоремы 1 вытека-
ет, что построенная функция Г1 () является общим мультипликатором. 

Утверждение следствия следует из того, что Г1 () и Г () эквива-
лентны по отношению к любой почти периодической функции f (t), 
спектр которой лежит в отрезке [, ], так как на [, ] они совпадают.  
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Следствие 2. Пусть Г () — общий мультипликатор, определенный по 
теореме 1. Тогда функция ( )t  дифференцируема любое число раз. 

Доказательство. Дифференцируя формально функцию (1), получим 
1

( ) ( ) ( ) .
2

itt e i d


 



      
 

 
Легко показать, что интеграл ( )t dt





  коне-

чен, поэтому из формулы ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F t s t f s ds s f s t ds
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Из свойств преобразования Фурье вытекает, что 
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Если f (t) обладает почти периодической производной, то, интегри-
руя ( )f t  по частям и учитывая формулы (3), получим 
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Следствие 3. Функция Г () — общий мультипликатор, если она непре-

рывно дифференцируема, а
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    конечнозначны. 

Доказательство. Существование интегралов 
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вытекает из 1( ) 0(| | )     при | | ,    
1( ) 0(| | )     при | | .     

Из теоремы 1 и ее следствий легко следует известная для скалярных 
функций теорема Фавара [8]. 

Теорема 2. Пусть дана почти периодическая функция f (t) со значениями 

в банаховом пространстве E. Ей соответствует ряд Фурье 
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F t f d    является почти периодической функцией. 

Доказательство. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую функцию 
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где  ( )  — непрерывно дифференцируемая функция на отрезке [a, a] 

и  ( ) 1 ( ) ,a ia  причем     1( ) 0(| | )  при   | | ,      2( ) 0(| | )  при 
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поэтому функция Г () является общим мультипликатором для функ-

ции f (t), значит, ряду Фурье 
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   соответствует почти периоди-
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ческая функция. Этот ряд является рядом Фурье функции F (t), следо-
вательно, функция F (t) — почти периодическая. Теорема доказана.  

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ по проекту № 12-

01-00477а. 
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